Equazioni differenziali
Equazioni del secondo ordine
riducibili al primo ordine
Caso 2: Equazioni autonome (mancanti della
variabile t).

(v = f(y,v")
(y(tg) = a
Ly (tg) = b

& Si pone ¢y = w(y) e la y diventa ‘variabile
indipendente” (gioca il ruolo di t).

Si ha

d
' = a(w(y)) =u'(y)y = ¥’ =v'w.

& Sostituendo vy’ = w'w e vy’ = w nel problema
di Cauchy nell'incognita y, si ottiene il prob-
lema di Cauchy del primo ordine nell’'incognita w

w'w = f(y,w)
w(a) = b.

(infatti b = y/'(tg) = w(y(tg)) = w(a)).

¢ Ricordare che in questo contesto y gioca il
ruolo di t!



Esercizio 6

Risolvere
fy// — eyy/
ty(0) =1
¥'(0) =e.

Sia I l'intervallo massimale di esistenza.
Sostituzione: Ponendo w(y) = v’ ci riconduci-

amo al sistema in w

w' (y)w(y) = eYw(y) w'(y) = €Y
{w(l) — e ~ {w(l) — .

Risoluzione del problema in w: si ha

w(y) = w(1) +/1y68ds — eV,

Risoluzione del problema in y: Poiché v’ = w(y)
si trova il problema di Cauchy

{y’(t) = ev(®)

y(0) =1
e separando le variabili

/1y(t) e Ydy = /Ot ds = [—e_yﬁ(t) =1

da cui —e V) 41 =
= y(t)=—In(e71 —¢t) Vtel=(-o0,2).



Esercizio 7

Risolvere
(4 = —25sin(y) cos3(y)
ty(1l) =0
y'(1) =1

Sostituzione: Ponendo vy’ = w(y) ci riconduci-
amo al sistema in w

{w’w = —25sin(y) cos3(y)

w(0) =1

Risoluzione del problema in w: L'equazione in
w € a variabili separabili (con y come variabile
indipendente), quindi

/:;;y)) wdw = /Oy —25sin(s) cos3(s) ds

e cioeé
w?(y) w(0) _ cos*(y) 1
2 2 2 2
Usando w(0) = 1 (quindi w assume valori pos-

itivi per valori di y vicini a 0) concludiamo

w(y) = cos?(y).



Risoluzione del problema in y: Poiché v = w(y)
si trova il problema di Cauchy

{y'= cos?(y)
y(1) = 0.

Si noti che posso dividere |'equazione differen-
ziale per cos?(y): in effetti, dalla condizione
iniziale (e dalla continuita della funzione t —
y(t)) deduco che, per t ‘“vicino” a 1, y(t) &
“vicino” a 0 e quindi cos?(y(¢)) & “vicino” a
cos(0) = 1. Separo le variabili e, ricordando
che y(0) = 1, ottengo

y(t) 1 t
= 1
/o cos2(y) dy /1 ds

tany(t) =t—1 = y(t) = arctan(¢t — 1).

da cui

Esercizio 8
Risolvere

(4 (t) = 2y(t)y'(¢)
y(0) =0
y'(0)=1

2\




Sia I l'intervallo massimale di esistenza.

Sostituzione: Ponendo vy’ = w(y) ci riconducia-
Mo al problema in w

w'(y) = 2y
w(0) =1

Risoluzione del problema in w: Si ha subito

w(y) =w(O)—|—/Oy23ds= 14 y?

Risoluzione del problema in y: Poiché v = w(y)
si trova il problema di Cauchy

y/ — y2 _|_ 1
y(0) = 0.
Separo le variabili e ottengo

/Oy(t) 1 _&yQ dy — /Otlds

arctan(y(t)) =t = y() =tan(t) Vte I = <—g,g) :

da cui




Esercizio 9

Risolvere
Y (t) = y(t)
Jy(0) =0
y'(0) =1

Sostituzione: Ponendo v = w(y) ci riconducia-

Mo al problema in w

w' (Pw(y) =y
w(0) =1

Risoluzione del problema in w: separando le vari-
abili ottengo subito

1 5 1 5 15

- _ = 0) ==

S () SW (0) Y
da cui w?(y) = y2 4+ 1. Usando w(0) = 1
(quindi w assume valori positivi per valori di

y vicini a 0) concludiamo

w(y) = \Vy* + 1.

Risoluzione del problema in y: Poiché v = w(y)
si trova il problema di Cauchy

{y’=m

y(0) = 0.



Separo le variabili e ottengo

y(t) 1 4y — tld

Ora mi ricordo che

d . 4 1
—sinh™ *(y) =
dy /1 _|_y2

(alternativamente, tratto l'integrale con la sos-
tituzione y = sinh(¢)), e ottengo quindi
sinh~L(y(t)) — sinh~1(0) = ¢,
da cui y(t) =sinh(t) VteR.



